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Abstract In this paper, we prove the global existence of weak solutions to a 3D
Keller–Segel–Navier–Stokes system with logistic source. We also study the long time
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1 UV
��������� Keller–Segel–Navier–Stokes ��W [9, 13]:

∂tu+ u · ∇u+ ∇π − Δu = n∇φ, (1.1)

div u = 0, (1.2)

∂tn+ u · ∇n− Δn+ bn2 − an = −∇ · (n∇p) −∇ · (n∇q), (1.3)

∂tp+ u · ∇p− Δp = −np, (1.4)

∂tq + u · ∇q − Δq + q = n � Ω × (0,∞)X, (1.5)

u = 0,
∂n

∂ν
=
∂p

∂ν
=
∂q

∂ν
= 0 � ∂Ω × (0,∞)X, (1.6)

(u, n, p, q)(·, 0) = (u0, n0, p0, q0)(·) � Ω ⊂ R
3 X, (1.7)

Y� u �������, π ����, n, p � q �Æ���������  !"!�#�. $

% φ := φ(x) &'"#$(. a &)%(, b &Z%(. Ω &'*&+,-'*"#(& ∂Ω, ν &

(&�)$.*/+.

, u = 0 0, 12 (1.3), (1.4) � (1.5), -3 Keller–Segel ��W [6–8]. Keller–Segel ��W
4*./���01 [1, 2, 4, 5, 10–12].

[2, , q = 0 0, Fan � Zhao [3] \53'647Æ].

^_ 1.1 8 Φ ∈ C2([0,∞)) &'56$(, � [0,∞) 9 Φ′ > 0 : Φ(n0) ∈ L1(Ω). 8

∇n,∇p,∇q,Δp � Δq 78,

Φ(n),Φ′′(n)|∇n|2,Φ(n)Δp, nΦ′(n)Δp,Φ(n)Δq, nΦ′(n)Δq, nΦ′(n) � n2Φ′(n)

;< L1
loc(Ω × [0,∞)), (1.8)

Φ′(n)∇n,Φ(n)∇p,Φ(n)∇q � Φ(n)u ;< L1
loc(Ω × [0,∞)) (1.9)

:� D′(Ω × (0,∞)) X ∇ · u = 0. =>9 (n, p, q, u) & (1.3) �': Φ- ?�; (Φ- ?9;), @

−
∫ ∞

0

∫
Φ(n)ξtdxd t −

∫
Φ(n0)ξ(·, 0)dx(≥)

≤ −
∫ ∞

0

∫
Φ′′(n)|∇n|2ξd xd t

−
∫ ∞

0

∫
Φ′(n)∇n · ∇ξd xd t +

∫ ∞

0

∫
Φ(n)(∇p · ∇ξ + Δpξ)dxdt

−
∫ ∞

0

∫
nΦ′(n)Δpξd xd t+

∫ ∞

0

∫
Φ(n)(∇q · ∇ξ + Δqξ)dxdt

−
∫ ∞

0

∫
nΦ′(n)Δqξd xd t+ a

∫ ∞

0

∫
nΦ′(n)ξdxdt

−b
∫ ∞

0

∫
n2Φ′(n)ξd xd t +

∫ ∞

0

∫
Φ(n)u · ∇ξdxdt (1.10)
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BH*56 ξ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)) CDE.

^_ 1.2 8$( ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

u ∈ L1
loc([0,∞);W 1,1

0 ),

n ∈ L1
loc(Ω × [0,∞)),

p ∈ L1
loc([0,∞),W 1,1),

q ∈ L1
loc([0,∞);W 1,1)

Ic
pu, qu ∈ L1

loc(Ω × [0,∞)) : u⊗ u ∈ L1
loc(Ω × [0,∞)),

JF n, p, q ≥ 0 � Ω × (0,∞) X. =>9 (n, p, q, u) & (1.1)–(1.5) �':GK;, �1�LMH

DE

−
∫ ∞

0

∫
pξtdxd t−

∫
p0ξ(·, 0)dx

= −
∫ ∞

0

∫
∇p · ∇ξd xd t −

∫ ∞

0

∫
npξd xd t+

∫ ∞

0

∫
pu · ∇ξd xd t (1.11)

BH* ξ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)),

−
∫ ∞

0

∫
qξtdxd t −

∫
q0ξ(·, 0)dx

= −
∫ ∞

0

∫
∇q · ∇ξd xd t −

∫ ∞

0

∫
qξd xd t +

∫ ∞

0

∫
qu · ∇ξd xd t (1.12)

BH* ξ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)) :

−
∫ ∞

0

∫
u · ξtdxd t−

∫
u0ξ(·, 0)dx

= −
∫ ∞

0

∫
∇u · ∇ξd xd t+

∫ ∞

0

∫
(u⊗ u) : ∇ξd xd t+

∫ ∞

0

∫
n∇φ · ξdxdt (1.13)

BH*Ic ∇ · ξ = 0 � ξ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)), I:�1J� Φ1,Φ2 ∈ C2([0,∞)), Ic� [0,∞)

9 Φ′
1 > 0 � Φ′

2 > 0, => (n, p, q, u) & (1.3) �': Φ1- ?�;� Φ2- ?9; (KK 1.1).

, p = 0 0, Winkler [13] \53?;�d�J�NI��3OL2P3. ��MN� [13]

X�01QGe p �= 0 �R�. STM\5:

^f 1.3 8 u0 ∈ H1
0 ∩H2, n0 ∈ C(Ω), p0, q0,∈ W 1,∞(Ω), div u0 = 0, n0, p0, q0 ≥ 0 � Ω

X. 8 φ := φ(x) &':"#$(, ]BUV T > 0, WX (1.1)–(1.7) J�':GK; (u, n, p, q),

Ic
u ∈ L∞(0, T ;L2) ∩ L2(0, T ;H1) ∩ L 10

3 (Ω × (0, T )),

n ∈ L2(Ω × (0, T )) ∩ L 16
13 (0, T ;W 1, 16

13 ),

p ∈ L
8
5 (0, T ;W 2, 8

5 ), 0 ≤ p ≤ C,

q ∈ L∞(0, T ;L6) ∩ L 8
5 (0, T ;W 2, 8

5 ).

(1.14)

^f 1.4 8 a > 0: bO�P,]J�':Y8Q N ⊂ (0,∞),ZR, (0,∞)\N � t→ ∞
0, DE

‖u(·, t)‖L2 → 0,
∥∥∥n(·, t) − a

b

∥∥∥
L1

→ 0,

‖p(·, t)‖L2 → 0,
∥∥∥q(·, t) − a

b

∥∥∥
L2

→ 0.
(1.15)
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g 1.5 , a ≤ 0 0, 7\5*S[0\, TUV].

2 hijklm
W P : L2(Ω) → L2

σ(Ω) 3 Helmholtz ^_, D(A) := H1
0 ∩H2, A := −PΔ 3 Stokes `n�

L2
σ(Ω) X�)a (realization). ε ∈ (0, 1) 3%(, b Y u := (1 + εA)−1u �� Yosida X2. Yc

��X2WX

∂tu+ Y u · ∇u+ ∇π − Δu = n∇φ, (2.1)

div u = 0, (2.2)

∂tn+ u · ∇n− Δn+ bn2 − an = −∇ · n

1 + εn
∇p−∇ · n

1 + εn
∇q, (2.3)

∂tp+ u · ∇p− Δp = −np, (2.4)

∂tq + u · ∇q − Δq + q = n � Ω × (0,∞)X, (2.5)

u = 0,
∂n

∂ν
=
∂p

∂ν
=
∂q

∂ν
= 0 � ∂Ω × (0,∞)X, (2.6)

(u, n, p, q)(·, 0) = (u0, n0, p0, q0)(·) � Ω ⊂ R
3 X. (2.7)

of 2.1 [13] BUV ε ∈ (0, 1), WX (2.1)–(2.7) J�d'Z[; (uε, nε, pε, qε, πε), Ic
uε, nε, pε, qε ∈ C0(Ω × [0,∞)) ∩ C2,1(Ω × (0,∞))

:

πε ∈ C1,0(Ω × (0,∞)),

I:� Ω × (0,∞) X, * nε, pε, qε ≥ 0 JF pε ≤ C.

���X, STb C ��':\e]< ε�0^ t JF T �Z%(. f�� [13] gh�_

``� (TUST\ipj), 7J\5BUV t > 0, *∫
nε(x, t)dx ≤ m := max

{∫
n0dx,

a|Ω|
b

}
, ∀ t > 0, (2.8)

∫ t+1

t

∫
n2

ε(x, s)dxd s ≤
a+ 1
b

m, ∀ t > 0, (2.9)
∫
qε(x, t)dx ≤ max

{∫
q0dx,m

}
, ∀ t > 0, (2.10)

∫
q6ε(x, t)dx ≤ C, ∀ t > 0, (2.11)

∫
|uε(x, t)|2dx ≤ C, ∀ t > 0, (2.12)

∫ t+1

t

∫
|∇uε(x, s)|2dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.13)

∫ t+1

t

∫
|uε(x, s)| 103 dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.14)

∫
|∇qε(x, t)| 43 dx ≤ C, ∀ t > 0, (2.15)

∫ t+1

t

∫
(|∇qε|2 + 1)−

1
3 |D2qε|2dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.16)
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∫ t+1

t

∫
|∇qε(x, s)| 83 dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.17)

∫ t+1

t

∫
q8ε(x, s)dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.18)

∫ t+1

t

∫
|D2qε(x, s)| 85 dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.19)

∫
|∇pε(x, t)| 43 dx ≤ C, ∀ t > 0, (2.20)

∫ t+1

t

∫
(|∇pε(x, s)| 83 + |∇2pε(x, s)| 85 )dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.21)

∫ t+1

t

∫
n
− 5

4
ε |∇nε|2dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.22)

∫ t+1

t

∫
|∇nε| 1613 dxd s ≤ C, ∀ t > 0, (2.23)

∫ T

0

‖∂tnε‖(W 3,2)∗d t ≤ C(T + 1), ∀T > 0, (2.24)

∫ T

0

∫
(|∂tqε| 4027 + |∂tpε| 4027 )dxd t ≤ C(T + 1), ∀T > 0, (2.25)

∫ T

0

‖∂tuε‖
4
3

(W 1,2
0,σ)∗

d t ≤ C(T + 1), ∀T > 0. (2.26)

3 qr 1.3 stu
8 X 3 Banach a^, 33�bWc, ���X, , ε→ 0 0, �ÆbWc

fε → f � X X
JF

fε ⇀ f � X X,
�� fε � X Xklde f JF fε � X X?lde f . a�, STÆfm`n,gonL`�
Re���n,pqa^X�ldN.

of 3.1 [13] , j → ∞ 0, J�nL ε := εj → 0, ZR

nε � Ω × (0,∞) XhiUUld< n, (3.1)

∀ 1 ≤ p < 2, * nε → n � Lp
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.2)

nε ⇀ n � L2
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.3)

∇nε ⇀ ∇n � L
16
13
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.4)

∀β ∈
(

0,
3
8

]
, * ∇(nε + 1)β ⇀ ∇(n+ 1)β � L2

loc(Ω × [0,∞)) X, (3.5)

qε � Ω × (0,∞) XhiUUld< q, (3.6)

∀ r ∈ [1, 8), * qε → q � Lr
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.7)
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∇qε ⇀ ∇q � L
8
3
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.8)

D2qε ⇀ D2q � L
8
5
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.9)

pε � Ω × (0,∞) XhiUUld< p, (3.10)

∀ s ∈ [1,∞), * pε → p � Ls
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.11)

∇pε ⇀ ∇p � L
8
3
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.12)

D2pε ⇀ D2p � L
8
5
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.13)

uε → u � L2
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.14)

uε(·, t) → u(·, t) � L2(Ω)XBhiUU t > 0, (3.15)

uε ⇀ u � L
10
3

loc(Ω × [0,∞)) X, (3.16)

:* ∇uε ⇀ ∇u � L2
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.17)

Y�jr$( n, q, p � u Ic (1.14) JF� Ω × (0,∞) XhiUUIc n ≥ 0, q ≥ 0 �

0 ≤ p ≤ C.

of 3.2 [13] jr$( n, q, p � u Ic (1.11), (1.12) � (1.13).

of 3.3 n & (1.3) �': Φ- ?�;, Y�
Φ(s) := s, s ≥ 0. (3.18)

vw (2.3) klhmJ ξ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)) I�no�, BUV ε ∈ (0, 1), *

b

∫ ∞

0

∫
n2

εξd xd t=
∫ ∞

0

∫
nε∂tξd xd t +

∫
n0ξ(x, 0)dx−

∫ ∞

0

∫
∇nε · ∇ξd xd t

+
∫ ∞

0

∫
nε

1 + εnε
∇pε · ∇ξd xd t+

∫ ∞

0

∫
nε

1 + εnε
∇qε · ∇ξd xd t

+a
∫ ∞

0

∫
nεξd xd t +

∫ ∞

0

∫
nεuε · ∇ξd xd t. (3.19)

pb (3.2) � (3.4), , ε = εj → 0 0, *∫ ∞

0

∫
nε∂tξd xd t→

∫ ∞

0

∫
n∂tξdxdt,

∫ ∞

0

∫
∇nε · ∇ξd xd t →

∫ ∞

0

∫
∇n · ∇ξd xd t

JF ∫ ∞

0

∫
nεξd xd t→

∫ ∞

0

∫
nξdxd t.

q'rg, � (3.2) Xo r := 8
5 < 2, , ε = εj → 0 0, *
nε

1 + εnε
→ n � L

8
5
loc(Ω × [0,∞)) X,

sT, f (3.8) � (3.12) x, , ε = εj → 0 0, *∫ ∞

0

∫
nε

1 + εnε
∇qε · ∇ξd xd t→

∫ ∞

0

∫
n∇q · ∇ξd xd t,

∫ ∞

0

∫
nε

1 + εnε
∇pε · ∇ξd xd t→

∫ ∞

0

∫
u∇p · ∇ξd xd t.

� (3.2) Xo r := 10
7 < 2, Ipb (3.14) 7R, ε = εj → 0 0, *∫ ∞

0

∫
nεuε · ∇ξd xd t→

∫ ∞

0

∫
nu · ∇ξd xd t.
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f (3.2) X�hiUUld, ξ �56NF Fatou !s, 7R

b

∫ ∞

0

∫
n2ξd xd t ≤ lim inf

ε=εj→0

{
b

∫ ∞

0

∫
n2

εξd xd t

}

=
∫ ∞

0

∫
n∂tφdxd t−

∫
n0ξ(x, 0)dx−

∫ ∞

0

∫
∇n · ∇ξd xd t

+
∫ ∞

0

∫
n∇p · ∇ξd xd t +

∫ ∞

0

∫
n∇q · ∇ξd xd t + a

∫ ∞

0

∫
nξdxd t

+
∫ ∞

0

∫
nu · ∇ξd xd t.

\t.

of 3.4 [13] 8 α ∈ (
0, 3

4

)
, ], ε = εj → 0 0, *

∀ r ∈
[
1,

2
α

)
, (nε + 1)α → (n+ 1)α � Lr

loc(Ω × [0,∞)) X, (3.20)

∀ r ∈
[
1,

2(
α− 3

8

)
+

)
, (nε + 1)α− 3

8 → (n+ 1)α− 3
8 � Lr

loc(Ω × [0,∞)) X, (3.21)

∀ r ∈
[
1,

2
α

)
, nε(nε + 1)α−1 → n(n+ 1)α−1 � Lr

loc(Ω × [0,∞)) X, (3.22)

∀ r ∈
[
1,

2
α+ 1

)
, n2

ε(nε + 1)α−1 → n2(n+ 1)α−1 � Lr
loc(Ω × [0,∞)) X, (3.23)

I:t

ψε(s) := α

∫ s

0

dσ

(σ + 1)1−α(1 + εσ)2
, s ≥ 0, 0 < ε < 1, (3.24)

] ∀ r ∈ [
1, 2

α

)
, *

nε

(nε + 1)1−α(1 + εnε)
→ n

(n+ 1)1−α
� Lr

loc(Ω × [0,∞)) X (3.25)

JF

ψε(nε) → (n+ 1)α � Lr
loc(Ω × [0,∞)) X. (3.26)

fT7\��!s.

of 3.5 8 α ∈ (
0, 3

4

)
, ] n & (3.1) �': Φ- ?9;, Y�

Φ(s) := (s+ 1)α, s ≥ 0. (3.27)

vw uv, *

∂t(nε + 1)α = α(nε + 1)α−1Δnε

− α

(nε + 1)1−α(1 + εnε)
∇nε · ∇pε − α

nε

(nε + 1)1−α(1 + εnε)
Δpε

− α

(nε + 1)1−α(1 + εnε)2
∇nε · ∇qε − α

nε

(nε + 1)1−α(1 + εnε)
Δqε

+αanε(nε + 1)α−1 − αbn2
ε(nε + 1)α−1

−uε · ∇(nε + 1)α, x ∈ Ω, t > 0, (3.28)

Y�, yVe
α

(nε + 1)1−α(1 + εnε)2
∇nε = ∇ψε(nε).
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(3.28) klh0mJUV56$( ξ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)) I�no�, ]BUV ε ∈ (0, 1), *

−
∫ ∞

0

∫
(nε + 1)α∂tξd xd t−

∫
(n0 + 1)αξ(x, 0)dx

= α(1 − α)
∫ ∞

0

∫
(nε + 1)α−2|∇nε|2ξd xd t

−α
∫ ∞

0

∫
(nε + 1)α−1∇nε · ∇ξd xd t

+
∫ ∞

0

∫
ψε(nε)∇pε · ∇ξd xd t +

∫ ∞

0

∫
ψε(nε)Δpεξd xd t

−α
∫ ∞

0

∫
nε

(nε + 1)1−α(1 + εnε)
Δpεξd xd t

+
∫ ∞

0

∫
ψε(nε)∇qε · ∇ξd xd t +

∫ ∞

0

∫
ψε(nε)Δqεξd xd t

−α
∫ ∞

0

∫
nε

(nε + 1)1−α(1 + εnε)
Δqεξd xd t

+αa
∫ ∞

0

∫
nε(nε + 1)α−1ξd xd t − αb

∫ ∞

0

∫
n2

ε(nε + 1)α−1ξd xd t

+
∫ ∞

0

∫
(nε + 1)αuε · ∇ξd xd t. (3.29)

pb (3.20), (3.22) � (3.23) x, , ε = εj → 0 0, (nε + 1)α, nε(nε + 1)α−1 JF n2
ε(nε + 1)α−1

� L1(Ω× [0,∞)) X�Ækld< (n+ 1)α, n(n+ 1)α−1 JF n(n+ 1)α−1. if!s 3.4 x, ,

ε = εj → 0 0, * ∫ ∞

0

∫
(nε + 1)α∂tξd xd t→

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α∂tξd xd t, (3.30)

αa

∫ ∞

0

∫
nε(nε + 1)α−1ξd xd t→ αa

∫ ∞

0

∫
n(n+ 1)α−1ξd xd t, (3.31)

αb

∫ ∞

0

∫
n2

ε(nε + 1)α−1ξd xd t → αb

∫ ∞

0

∫
n2(n+ 1)α−1ξd xd t. (3.32)

� (3.26) � (3.25) Xo r := 8
3 ]f α < 3

4 x 8
3 <

2
α , IyVf (3.9) � (3.13) x (Δpε)ε=εj→0

� (Δqε)ε=εj→0 � L
8
5
loc(Ω × [0,∞)) X?ld, u, ε = εj → 0 0, *∫ ∞

0

∫
ψε(nε)Δpεξd xd t →

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)αΔpξd xd t, (3.33)

∫ ∞

0

∫
ψε(nε)Δqεξd xd t →

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)αΔqξd xd t, (3.34)

JF

α

∫ ∞

0

∫
nε

(nε + 1)1−α(1 + εnε)
Δpεξd xd t →

∫ ∞

0

∫
n(n+ 1)α−1Δpξd xd t, (3.35)

α

∫ ∞

0

∫
nε

(nε + 1)1−α(1 + εnε)
Δqεξd xd t →

∫ ∞

0

∫
n(n+ 1)α−1Δqξd xd t. (3.36)

S[g, � (3.26) Xo r := 8
5 <

2
α , Iivpb (Δpε)ε=εj→0 � (Δqε)ε=εj→0 � L

8
5
loc(Ω× [0,∞))
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�?ldNx, , ε = εj → 0 0, *∫ ∞

0

∫
ψε(nε)∇pε · ∇ξd xd t →

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α∇p · ∇ξd xd t, (3.37)

∫ ∞

0

∫
ψε(nε)∇qε · ∇ξd xd t →

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α∇q · ∇ξd xd t. (3.38)

� (3.20) Xo r := 10
7 < 2

α , Ipb uε � L
10
3

loc(Ω × [0,∞)) �ldNzx, , ε = εj → 0 0, *∫ ∞

0

∫
(nε + 1)αuε · ∇ξd xd t→

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)αu · ∇ξd xd t. (3.39)

w�x, � (3.29) wlyz:o�X, pb

∇(nε + 1)
3
8 =

3
8
(nε + 1)−

5
8∇nε,

Re

α

∫ ∞

0

∫
(nε + 1)α−1∇nε · ∇ξd xd t =

8
3
α

∫ ∞

0

∫
(nε + 1)α− 3

8∇(nε + 1)
3
8 · ∇ξd xd t,

V{� (3.5) Xo β := 3
8 , � (3.21) Xo r := 2 < 2

(α− 3
8 )+

, 7R, ε = εj → 0 0, *

α

∫ ∞

0

∫
(nε + 1)α−1∇nε · ∇ξd xd t → 8

3
α

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α− 3

8∇(n+ 1)
3
8 · ∇ξd xd t

= α

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α−1∇n · ∇ξd xd t. (3.40)

i'v� (3.5) Xo β := α
2 , pb L2(Ω × (0,∞)) |(�?�}~xN, f (3.29)–(3.40) 7R,

BUV ξ *

α (1 − α)
∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α−2|∇n|2ξd xd t

=
4(1 − α)

α

∫ ∞

0

∫
|∇(n+ 1)

α
2 |2ξd xd t

≤ lim inf
ε=εj→0

{
4(1 − α)

α

∫ ∞

0

∫
|∇(nε + 1)

α
2 |2ξd xd t

}

= −
∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α∂tξd xd t−

∫
(n0 + 1)αξ(x, 0)dx

+ α

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α−1∇n · ∇ξd xd t−

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α∇p · ∇ξd xd t

−
∫ ∞

0

∫
(n+ 1)αΔpξd xd t+ α

∫ ∞

0

∫
n(n+ 1)α−1Δpξd xd t

−
∫ ∞

0

∫
(n+ 1)α∇q · ∇ξd xd t −

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)αΔqξd xd t

+ α

∫ ∞

0

∫
n(n+ 1)α−1Δqξd xd t − αa

∫ ∞

0

∫
n(n+ 1)α−1ξd xd t

+ αb

∫ ∞

0

∫
n2(n+ 1)α−1ξd xdx−

∫ ∞

0

∫
(n+ 1)αu · ∇ξd xd t.

f Φ �KKx, n &':9;. \t.

a�STÆf\5Ks 1.3.
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^f 1.3 {vw f!s 3.1, 3.2, 3.3 �!s 3.5 -xKs 1.3 DE. \t.

4 qr 1.4 stu
�KZ( n∗, KK

η(s) := s− n∗ − n∗ ln
s

n∗
, s > 0, (4.1)

] η &+$(, I:Ic η(n∗) = η′(n∗) = 0, V{ η(s) ≥ 0, s > 0. yÆg, KK

f(n, p, q) :=
∫
η(n)dx+

k

2

∫
p2dx+

B

2

∫
(q − n∗)2dx, (4.2)

Y� B, k &k:UVZ%(, n, p, q &56~x$(. zx f(n∗, 0, n∗) = 0.

of 4.1 o b > 0 O�P, n∗ := a
b , ]J� k > 0, B > 0 � C > 0, ZRBUV t > 0 �

ε ∈ (0, 1), *

d

dt
f + C

{∫ [ |∇nε|2
n2

ε

+ |∇pε|2 + |∇qε|2 + (nε−n∗)2 + nεp
2
ε + (qε− n∗)2

]
dx

}
≤ 0. (4.3)

vw {� [13] X�\5|}S[, �T~]. \t.

^f 1.4 {vw O\5{� [13] X|}'�, V].
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