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1 LM
� X, Y �����. �	 f : X → Y �
�	, �
��
 x, y ∈ X, f �N dY (f(x),

f(y)) = dX(x, y). O� dX(·, ·) 
 dY (·, ·) ������ X, Y �	�. �
 dX(x, y) = 1, P
dY (f(x), f(y)) = 1, � f ����	�.

1932 �, Mazur–Ulam ���� [14]: ���������Q�����	����	� 
(!����).

1970 �, Aleksandrov [1] ���R"�#���: ������Q�����	���	�
$
�	�	?

S����T, ��% 90 �&�', Rassias � (!UÆ��	 (��	�) ") Mazur–

Ulam ��
 Aleksandrov ��, ���*(#
$�+
 [10, 19].

%,&�: 2019-08-15; -'&�: 2019-11-07
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1973 �, Vogt [20] */�	
�� ρ- Y0	� (f ��� ρ- Y0	���	�Z d(f(x),

f(y)) = ρ(d(x, y))), O� ρ : R
+ → R

+ �+,1-, �
 f �Y01-.

Vogt [.�������Q��� ρ- Y0	���	 f ��	�.

1964 �, Gähler [7] ��� 2- ������$, �\
�/23��. 1989 �, Misiak [15]

�� n- ������041. 30 (��'## n- �����23���5��+6�7�

�]8�/9#^. 2004 ��', Chu �!U:�	�	23���")*/� n- ����

(n ≥ 2). 8��#_ Mazur–Ulam ��
 Aleksandrov ����45+
 [4−8].

2009 �, ## Vogt ��S n- �����")678����;`, Jia [9] S8/9<::
Vogt ��*/� 2- ����.

S����T, *(���");=_�-�<>?�=, ") Mazur–Ulam ��
 Alek-

sandrov ��><>?�=�a??@@&. AAS n- ����")O����>, BB<>?

�=�9<@�CC, DE�$D��
/$ n- ���� (G-n-normed space). 2017 �FbG
[.�D��� Mazur–Ulam ��
 Aleksandrov ����E� [13].

FH:[. Vogt ��S/$ n- �����GH�, !��/$ n- ����Q��� ρ-

Y0 n- 	���	��	�, II� n- �	�	�JK.

�:J� n ≥ 2.

cd 1.1 [13] � X ������ (dimX ≥ n), ��
 α ∈ R 5 x1, . . . , xn ∈ X, 1-

‖·, . . . , ·‖ : Xn → R �N�:9<:

(1) ‖x1, . . . , xn‖ = 0 KILK x1, . . . , xn ���L#�;

(2) ‖x1, . . . , xn‖ = ‖xj1 , . . . , xjn‖, (j1, . . . , jn) � (1, . . . , n) ��
M5;

(3) ‖αx1, . . . , xn‖ = |α|‖x1, . . . , xn‖,
NO ‖·, . . . , ·‖ �
 X ��/$ n- �- (G-n-norm), (X, ‖·, . . . , ·‖) �
/$ n- ���� (G-

n-normed space).

:P�Qe��� G-n- ���� [18, 21].

cd 1.2 � X ������ (dim X ≥ n), ��
 α ∈ R, t ∈ [0, 1] 5 x1, . . . , xn ∈ X, 1

- ‖·, . . . , ·‖ : Xn → R �N�:9<:

(1) ‖x1, . . . , xn‖ = 0 KILK x1, . . . , xn ���L#�;

(2) ‖x1, . . . , xn‖ = ‖xj1 , . . . , xjn‖, (j1, . . . , jn) � (1, . . . , n) ��
M5;

(3) ‖αx1, . . . , xn‖ = |α|‖x1, . . . , xn‖;
(4) ‖tx + (1 − t)y, x2, . . . , xn‖ ≤ max{‖x, x2, . . . , xn‖, ‖y, x2, . . . , xn‖},

P ‖·, . . . , ·‖ �
 X � n- RS�- (n-quasi-convex norm), (X, ‖·, . . . , ·‖) �
 n- RS���.

cd 1.3 � X ������ (dim X ≥ n), ��
 α ∈ R, K ≥ 1 5 x1, . . . , xn ∈ X, 1-

‖·, . . . , ·‖ : Xn → R �N�:9<:

(1) ‖x1, . . . , xn‖ = 0 KILK x1, . . . , xn ���L#�;

(2) ‖x1, . . . , xn‖ = ‖xj1 , . . . , xjn‖, (j1, . . . , jn) � (1, . . . , n) ��
M5;

(3) ‖αx1, . . . , xn‖ = |α|‖x1, . . . , xn‖;
(4) ‖x + y, x2, . . . , xn‖ ≤ K(‖x, x2, . . . , xn‖ + ‖y, x2, . . . , xn‖),

P ‖·, . . . , ·‖ �
 X �� n- R�- (n-quasi norm), (X, ‖·, . . . , ·‖) �
 n- R���.
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cd 1.4 V�U, K K = 1, ‖·, . . . , ·‖ V�WXWYXY� X �� n- �- (n-norm),

(X, ‖·, . . . , ·‖) �
 n- ���� (n-normed space) [15].

HZ [15] WZ:P�[h�� n- �-�]\]$: � X = R,

‖x1, . . . , xn‖ = abs

∣∣∣∣∣∣∣
x11 · · · x1n

...
. . .

...
xn1 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣
. (1.1)

[", K n = 2 >, 2- �-@�^G�\]_^�P`, K n = 3 >, 3- �-@�^GH_

�_`.

� X,Y �/$ n- ���� (dim X,dim Y ≥ n), f : X → Y ����	.

cd 1.5 �
�_�
 x1, x2, . . . , xn, c ∈ X, #

‖f(x1) − f(c), f(x2) − f(c), . . . , f(xn) − f(c)‖ = ρ(‖x1 − c, x2 − c, . . . , xn − c‖),
� f 
�� ρ- Y0 n- 	���	.

V�U, K ρ �a��	>, !

cd 1.6 �_�
 x1, x2, . . . , xn, c ∈ X, #

‖f(x1) − f(c), f(x2) − f(c), . . . , f(xn) − f(c)‖ = ‖x1 − c, x2 − c, . . . , xn − c‖,
P� f 
 n- �	�	.

cd 1.7 �
��
 x, y, z ∈ X, bS t ∈ R, `8 z − x = t(y − x), P x, y, z �
 2- c

��; ;�Æ�
bS s ∈ R �N f(z) − f(x) = s(f(y) − f(x)), P� f �� 2- c�.

2 ijkl
mn 2.1 � X, Y 
���/$ n- ����, �
da1- ρ : R

0
+ → R

0
+ �N ρ(0) = 0

�+,1-, f : X → Y 
�� ρ- Y0 n- 	���	, II ρ �= 0, P f ��	.

op J� f ?��	, 6!bS u, v ∈ X �5 u �= v, e� f(u) = f(v). b_ ρ �= 0 bS
α, β > 0, `8 ρ(β) = α. [
 dim X ≥ n 
 u − v �= 0, Oq]bS x2, x3, . . . , xn ∈ X, `8

‖u − v, x2 − v, x3 − v, . . . , xn − v‖ �= 0.

c

z2 = v +
β(x2 − v)

‖u − v, x2 − v, x3 − v, . . . , xn − v‖ ,

Od ‖u − v, z2 − v, x3 − v, . . . , xn − v‖ = β, !

‖f(u) − f(v), f(z2) − f(v), f(x3) − f(v), . . . , f(xn) − f(v)‖ = α > 0,

OR f(u) = f(v) ef. [gh
mn 2.2 c X, Y 
���/$ n- ����, �
da1- ρ : R

0
+ → R

0
+ �N ρ(0) = 0

�+,1-, I f : X → Y 
�� ρ- Y0 n- 	���	, P f �� 2- c�.

op bf� 2.1, f 
�	.

�
 n = 2,ij ‖x1−x0, x2−x0‖ = 0�5 ρ(0) = 0,Od ‖f(x1)−f(x0), f(x2)−f(x0)‖ = 0.

_� f 
 2- c��.
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�
 n > 2, J� x0, x1, x2 � X Tk?�g�rI
 2- c��, NO x1 − x0, x2 − x0 �

���#�, g> f ��	
hs f(x0), f(x1), f(x2) 6�k?�g�.

b_ ρ �= 0 �5 ρ(0) = 0. NObS α, β > 0 �N ρ(α) = β, b_ dim X ≥ n, OdbS
y1, y2, . . . , yn ∈ X, `8 y1 − x0, y2 − x0, . . . , yn − x0 ���L#�, II

‖y1 − x0, y2 − x0, . . . , yn − x0‖ = α.

[", DE#

‖f(y1) − f(x0), f(y2) − f(x0), . . . , f(yn) − f(x0)‖ = β �= 0.

@l, mn A = {f(x)− f(x0) : x ∈ X} o] n ���L#�i�. b_ x0, x1, x2 � 2- c��,

P�_�3 x3, . . . , xn ∈ X, #

‖x1 − x0, x2 − x0, x3 − x0, . . . , xn − x0‖ = 0,

_�
‖f(x1) − f(x0), f(x2) − f(x0), f(x3) − f(x0), . . . , f(xn) − f(x0)‖ = 0,

6! f(x1) − f(x0), f(x2) − f(x0), f(x3) − f(x0), . . . , f(xn) − f(x0) ����#�.

�
bS x3, . . . , xn−1,`8 f(x1)−f(x0), f(x2)−f(x0), f(x3)−f(x0), . . . , f(xn−1)−f(x0)

���L#�, NOmn
A = {f(xn) − f(x0) : xn ∈ X}

⊂ span{f(x1) − f(x0), f(x2) − f(x0), f(x3) − f(x0), . . . , f(xn−1) − f(x0)},
R A o] n ���L#i�ef.

[" f(x1) − f(x0), . . . , f(xn−1) − f(x0) ����#�.

�
bS x3, . . . , xn−2,`8 f(x1)−f(x0), f(x2)−f(x0), f(x3)−f(x0), . . . , f(xn−2)−f(x0)

���L#�, NO
A = {f(xn−1) − f(x0) : xn−1 ∈ X}

⊂ span{f(x1) − f(x0), f(x2) − f(x0), f(x3) − f(x0), . . . , f(xn−2) − f(x0)},
R A o] n ���L#i�ef.

�"p*, f(x1) − f(x0) 
 f(x2) − f(x0) ����#�, 6! f(x0), f(x1), f(x2) � 2- c

��. Oq] f �� 2- c�. [gh
cn 2.3 � X 
 Y 
�����/$ n- ����, �
�N ρ(0) = 0 �da1-

ρ : R
0
+ → R

0
+ �+,�, f : X → Y 
�� ρ- Y0 n- 	���	: ��
 c ∈ X, #

‖f(x1) − f(c), f(x2) − f(c), . . . , f(xn) − f(c)‖ = ρ(‖x1 − c, x2 − c, x3 − c, . . . , xn − c‖),
P ρ �tjq�, II f ��	�.

op kl, [. ρ �tjq�. � x, y, z ∈ X 
k?�g�rm, c x = y+z
2 , Od

y − x = −(z − x). b_ f ��	II�� 2- c� (f� 2.2), NO# s �= 0, `8

f(y) − f(x) = s(f(z) − f(x)). (2.1)

Od, bS x1, x2, . . . , xn−1 ∈ X �N ‖y − x, x1 − x, x2 − x, . . . , xn−1 − x‖ �= 0, ‖z − x, x1 − x,

x2 − x, . . . , xn−1 − x‖ = ‖y − x, x1 − x, x2 − x, . . . , xn−1 − x‖, �5
‖f(z)−f(x), f(x1)−f(x), . . . , f(xn−1)−f(x)‖ = ‖f(y)−f(x), f(x1)−f(x), . . . , f(xn−1)−f(x)‖.
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nA, ij (2.1) #

‖f(z) − f(x), . . . , f(xn−1) − f(x)‖ =
1
|s| ‖f(y) − f(x), . . . , f(xn−1) − f(x)‖.

[
 f ��	, _�r# s = −1. Od f(y) − f(x) = f(x) − f(z), II

f

(
y + z

2

)
=

f(y) + f(z)
2

.

c g(x) = f(x) − f(0), P��3 x ∈ X �5�
t#�- r, p, #

g(rx) = rg(x), g(rx + py) = rg(x) + pg(y). (2.2)

� r 
t#�-, s ‖x1 − y1, x2 − y2, . . . , xn − yn‖ = a, _�ij (2.2) #

ρ(ra) = ρ(r‖x1 − y1, x2 − y2, . . . , xn − yn‖)
= ‖f(rx1) − f(ry1), f(x2) − f(y2), . . . , f(xn) − f(yn)‖
= ‖g(rx1) − g(ry1), g(x2) − g(y2), . . . , g(xn) − g(yn)‖
= r‖g(x1) − g(y1), g(x2) − g(y2), . . . , g(xn) − g(yn)‖
= r‖f(x1) − f(y1), f(x2) − f(y2), . . . , f(xn) − f(yn)‖ = rρ(a).

ub_ ρ : R
+
0 → R

+
0 �+,1-, Od ρ �tjq�.

oq, DE[. f ��	�. � t ∈ R
+, b_ f(0), f(x) 
 f(tx) � 2- c��, g(0), g(x) 


g(tx) 6� 2- c��, _�bSp��- s, `8 g(tx) = sg(x). Od
tρ(‖x, x1, x2, . . . , xn−1‖) = ρ(‖tx, x1, x2, . . . , xn−1‖)

= ‖g(tx), g(x1), g(x2), . . . , g(xn−1)‖
= |s| ‖g(x), g(x1), g(x2), . . . , g(xn−1)‖
= |s|ρ(‖x, x1, x2, . . . , xn−1‖).

[", t = |s|, g(tx) = t(x) tU g(tx) = −tg(x).

J� g(tx) = −tg(x), b_ dim X ≥ n, _�bSt#�- q > t �5bS z1, . . . , zn−1 ∈ X,

`8 ρ(‖x, z1 − qx, z2 − qx, . . . , zn−1 − qx‖) �= 0. Od
(q + t)‖g(x), g(z1) − g(qx), g(z2) − g(qx), . . . , g(zn−1) − g(qx)‖

= ‖qg(x) − (−tg(x)), g(z1) − g(qx), g(z2) − g(qx), . . . , g(zn−1) − g(qx)‖
= ‖g(qx) − g(tx), g(z1) − g(qx), g(z2) − g(qx), . . . , g(zn−1) − g(qx)‖
= ρ(‖qx − tx, z1 − qx, z2 − qx, . . . , zn−1 − qx‖)
= ρ((q − t)‖x, z1 − qx, z2 − qx, . . . , zn−1 − qx‖)
= (q − t)ρ(‖x, z1 − qx, z2 − qx, . . . , zn−1 − qx‖)
= (q − t)‖g(x), g(z1) − g(qx), g(z2) − g(qx), . . . , g(zn−1) − g(qx)‖,

ef. _���
 t ∈ R, DE# g(tx) = tg(x).ij g �@u�, ��
 t ∈ R, # g(tx) = tg(x).

DE8� f ��	�.

;�Æ, s r = ρ(1), NO ρ(t) = rt �5 g = f
n
√

r
. Od g ��� n- �	h[gh
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v 2.4 �
 ρ ?�tjq�, P?bS�	 f : X → Y �N
‖f(x1) − f(c), f(x2) − f(c), . . . , f(xn) − f(c)‖ = ρ(‖x1 − c, x2 − c, x3 − c, . . . , xn − c‖).
:P�*Y!
/$ n- ����� Mazur–Ulam ��:

wx 2.5 � X 
 Y 
�����/$ n- ����, �
 f : X → Y ��� n- �	�

	, NO f ��	�.

v 2.6 �
 X 
 Y 
����� n- ����, "*Y 2004 �b Chu ��� [4]; �


X 
 Y 
�����/$ n- ����, "*Y 2017 �bFbG�� [13].

yz vqrs{X�wt
uvZt, vq 2018 �wx<x Banach ��yz"X{{
X�yz, |}�~{!|
XY`D}~��.
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